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1. Considera un espacio de medida (X,M, µ) y una colección de subconjuntos medibles
{Ek}k≥1 ⊂ M tal que todo punto de X está a lo más en p miembros de la colección.
Prueba que

µ

(
∞⋃
k=1

Ek

)
≤

∞∑
k=1

µ(Ek) ≤ p µ

(
∞⋃
k=1

Ek

)
.

2. Sea (X,M, µ) un espacio de medida y sea {Ek}k≥1 una sucesión de conjuntos medibles
tales que

∞∑
k=1

µ(Ek) < ∞.

Dado
E := {x ∈ X | x ∈ Ek para infinitos valores de k},

prueba que E es medible y µ(E) = 0.

3. Prueba que fn → f en medida, si, y solo si, para cada ε > 0 existe N ∈ N tal que

µ({x : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}) < ε para n > N.

4. Determina el siguiente ĺımite y justifica el cálculo

lim
n→∞

∫ ∞

0

1 + nx2

(1 + x2)n
dx.

5. Dado que
∫
R e

−x2
dx =

√
π, determina la siguiente integral y justifica el cálculo∫

R2

e−(x2+(x−y)2+y2)dxdy.



6. Dado t > 0, considera Pt : R2 → R tal que

Pt(x) :=
Ct

(t2 + |x|2)3/2
, C :=

(
2π

∫ ∞

0

ρdρ

(1 + ρ2)3/2

)−1

.

Demuestra que si f ∈ L1(R2) entonces Pt ∗ f converge puntualmente a f cuando t → 0+

en todo punto de Lebesgue de f .

7. Sean µ, ν medidas finitas definidas en (X,M). Demuestra la equivalencia de las sigu-
ientes aseveraciones:

i) Para cada E ∈ M tal que µ(E) = 0 se tiene que ν(E) = 0.

ii) Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si E ∈ M satisface µ(E) < δ, entonces se
tiene que ν(E) < ε.

8. Demuestra que si f ∈ Lp0(Rd) ∩ Lp1(Rd) para alguna pareja 0 < p0 < p1 < ∞, entonces
f ∈ Lp(Rd) para todo p ∈ (p0, p1) y

∥f∥Lp(Rd) ≤ ∥f∥1−θ
Lp0 (Rd)

∥f∥θLp1 (Rd)

donde θ ∈ (0, 1) es tal que
1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
.
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