Examen general de teoria de la medida

Maestria en matematicas basicas, CIMAT

Instrucciones

El examen tiene una duracion de 4 horas.

Cada problema vale 10 puntos.

e Se recomienda comenzar resolviendo los ejercicios més sencillos.

Para recibir puntuacién es necesario justificar las respuestas.

1. Sea (X, M, ) un espacio de medida y {E)} una sucesién de conjuntos
medibles. Demuestra que

Zu(Ek) < 00 = 1 (lim sup Ek) = 0.
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2. Sea (X, M, u) un espacio de medida y f: [0,00] — R una funcién M-
medible. Demuestra que la funcién A: M — [0, co] dada por

\E) = [ fn

es una medida.
3. Calcule (con demostracién) el siguiente limite
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4. Da un ejemplo de una sucesion de funciones medibles que converjan en
medida pero no en casi todo punto.



5. Dado un conjunto arbitrario Z y f: Z — [0, 00) definimos

Zf(z) = sup{Zf(z) | FC X ﬁnito}.
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Demuestra que para f: X x Y — [0, 00)

St =3 (z f(:c,y)) -y (z f(lzy)) |
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6. Una funcién f: R — R se dice aproximadamente continua en a € R, si
para todo € > 0 se tiene que

- m{lf — f@)] > <} 0 (e = 80 +6)
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(a) Demuestra que si f es continua en a, entonces también es aproxi-
madamente continua en a.

(b) Demuestra que si f € L'(R), entonces f es aproximadamente con-
tinua en casi todo punto.

7. Sea f € L'(R). Calcule

lim [ sin(nz)f(z)dz.
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Pista: Considera el caso f = 1,4
8. SeaQ={reR"|0<|z|<1/2},a,€R Yy f: Q — R tal que
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f(x)—w

Dado p > 1, calcula todos los valores de o y § para los cuales f € LP(Q).



